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无压渗流问题分析的多节点有限元方法 
王兆清 1，李术才 2，李树忱 2 

（1.山东建筑大学 工程力学研究所，济南 250101；2.山东大学 岩土与结构工程研究中心，济南 250061） 
 

摘  要：采用基于平均值插值的多节点有限元方法分析有自由面渗流问题。在自由面附近采用多节点单元逼近自由面，利用

平均值插值建立多节点单元的形函数，在远离自由面的区域采用四边形/三角形单元剖分。给定一个初始自由面位置，通过

对渗流控制方程的多节点有限元求解，根据自由面上节点水头值判断自由面节点的调整方向和大小，最终迭代求出自由面的

位置。土坝渗流问题的数值分析表明了所提方法的有效性和足够的计算精度。 
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中图分类号：TV 139.14     文献标识码：A 
 
 

Multi-node finite element approaches for unconfined seepage flow problem 
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Abstract: A multi-node finite element method for numerical simulation of unconfined seepage flow through porous media is 
presented. Using multi-node elements to approximate the free surface of seepage, the shape functions of multi-node elements are 
constructed by mean value interpolation. The quadrilateral/triangle elements are used to partition the remainder domain far from the 
free surface. Giving an initial location of free surface and solving governing equation of unconfined seepage flow problem by 
multi-node finite element method, according to water head value of nodes on free surface to adjust the location of nodes, the final 
location of free surface is obtained by iteration technique. Numerical analysis of seepage problem of earth dam shows validity and 
accuracy of the method. 
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1  引  言 

渗流问题是岩土工程领域的一个重要的研究课

题，特别是对于存在渗流自由面即浸润面的问题。

在边坡、土坝、地下洞室及地下水运动等渗流分析

中，均涉及渗流自由面问题。岩土体边坡中渗流自

由面的确定，可以明确地下水在边坡中的赋存特性

及其运动过程。 
含有自由面渗流问题分析的难点在于事先不知

道自由面的位置。分析含有自由面渗流问题的主要

方法是解析方法和数值方法[1]。由于实际问题的复

杂性，解析方法在实际工程应用中有很大的局限性。

数值方法主要有有限差分法[2]、有限元方法、边界

元方法[3, 4]和无网格方法[5]等，其中以有限元方法应

用最多。有限元法主要采用单元渗透矩阵调整法[6]、

初流量法[7]、虚节点法[8]和虚单元法[9]等固定网格

法，这些方法由于浸润线穿越单元，处理上存在一

定的不便。为解决自由面穿越单元的问题，郑宏等

提出基于变分原理的改进 Bathe 算法[10]，薛馨、李

珏和金吾根等提出了 Trefftz 直接法和间接法[11, 12]。

但Trefftz直接法的不足之处是该方法只能求解边界

节点值，求域内各点的值则需借助 Trefftz 间接法。 
传统有限元方法求解含有自由面渗流问题的移

动网格法，通过迭代求解自由面的位置[13]。该方法

比较直观，但是受单元形状（三角形或四边形）的

限制，在迭代过程中容易造成网格畸形，降低计算

精度。本文采用多节点单元和四边形/三角形单元划

分计算网格，利用平均值插值构造多节点单元的形
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函数，采用多节点单元逼近自由面，通过迭代求得

自由面位置。利用多节点有限单元方法求解渗流问

题时，在渗流面附近采用尺寸较大的不规则多节点

单元逼近自由面，不但可以减少网格生成的复杂性，

而且可以有效地避免迭代过程中单元畸变问题。 

2  渗流问题的多节点有限元方法 

2.1  渗流自由面问题的控制方程[13] 

对于均质土坝 ABCD 的稳态渗流问题，上水头

1h ，下水头 2h ，渗流自由面 PS，溢出面 ST，如图

1 所示。设水头函数u y p   ，这里 p 为流体的

压强， 为流体的容重。根据 Darcy 定律，二维稳

态渗流的基本控制方程为 
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其中 q n   ，n 为边界 0 4,    的法线方向。由于

在边界 4 上同时施加了第一类和第二类边界条件，

稳态渗流问题的定解问题式（1）和式（2）是一种

偏微分方程自由边值问题。 
 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

图 1  土坝的稳态渗流问题几何示意图 
Fig.1  Sketch of steady seepage problem in earth dam 

 
2.2  多节点有限元方法 

多节点单元是指单元形状为多边形，且允许在

单元边界上布置若干边界节点的单元。采用多节点

有限元方法求解微分方程的边值问题，不但可以简

化计算网格生成的工作量，而且对于偏微分方程自

由边值问题的迭代求解，可以避免单元的过分变形。 
由于采用多项式函数难以建立边数大于 4 的多

边形单元的满足单元间协调性要求的形函数，我们

采用多边形平均值坐标[14]建立多节点单元的形函

数。由平均值坐标建立的多边形平均值插值对于温

度场等调和函数具有极高的近似精度[15]。 
令 1 2,  ,  ,  nP P P 为平面上一个多边形  的顶

点，顶点的坐标分别为 1 2,  ,  ,  nx x x ，这里 i x  
( ,  )i ix y 。顶点按逆时针方向排列，n 为多边形的边

数。如果存在一组函数 :i R  ， 1,  2,  ,  i n  ，

使得对多边形内任意一点P，以下性质成立： 
( ) 0,i ≥x ， 1 ( ) 1n

ii   x ， 1 ( )n
i ii   x x x， 1,i   

2,  ,  n ，则称 :i R  ， 1,  2,  ,  i n  为多边形

上的重心坐标。 
显然，多边形的重心坐标是不唯一的，

Wachspress 插值[16]和 Laplace 插值[17]的形函数都是

多边形上的重心坐标。2003 年 Floater 提出另一种

形式的重心坐标，称之为平均值坐标。平均值坐标

的定义为[14] 
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式中： iw 称作权函数； iP P 为点 P 和 iP 之间的距

离；角度 i 的定义如图 2 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2  平均值坐标示意图 
Fig.2  Mean value coordinates 

 
利用式（3）定义的平均值坐标，以多边形的顶

点为插值节点，我们可以定义一种多边形单元上的

平均值插值[15]： 
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式中： iu 为插值节点 iP 处的函数值。 
以平均值插值的基函数作为多边形单元的形
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函数，采用加权残数法可以得到求解 Poisson 方程

边值问题的多节点有限元计算公式[18]。平均值插值

在单元边界上是线性的[15]，由此保证了多边形单元

间的协调性[18]。 
2.3  渗流自由面问题的多节点有限元计算 

采用多节点有限元分析无压渗流问题，渗流自

由面需要迭代确定。渗流自由面满足u y 和 0q 
两个边界条件，迭代的步骤如下： 

（1）估计自由面的初始位置，并给定边界条件

0q  ，将自由边界问题化为固定边界条件问题； 
（2）在求解区域的下部采用四边形/三角形单

元，自由面附近采用多节点多边形单元，将求解区

域划分成四边形/多节点多边形单元网格； 
（3）采用多节点有限元求解渗流场，得到自由

面上节点的水头函数值u ； 
（4）由 y u 调整自由面上节点的纵坐标，同

时按比例调整自由面附近多节点单元的边界节点坐

标，仍给定边界条件 0q  ； 
（5）重复步骤（2）～（4），直到第 1n  步的 ( 1)nu 

和第 n步的 ( )nu 之间的误差满足 ( 1) ( )n nu u    ，
为事先指定的计算精度； 

（6）取 ( 1)ny u  作为渗流自由面的计算结果。 

3  数值算例 

以矩形土坝的无压渗流问题为例，利用多节点

有限元法分析土坝的渗流自由面，并与该问题的解

析解作比较。 
采用文献[3]中矩形水坝为算例，上水头 1h   

6.301 4 m ， 下 水 头 2 1.235 9 mh  ， 坝 宽 l   
6.159 2 m 。初始渗流自由面假设为直线。采用 83
个节点、47 个单元划分求解区域，节点分布和单元

形状如图 3 所示。其中在渗流自由面附近采用 4 个

10 节点单元和一个 14 节点单元逼近自由面形状，

自由面上的节点 62～73 的位置将随迭代过程不断

变化。 
本算例采用 MATLAB 编写计算程序，由于各

单元的节点数量不一，采用 CELL 数组存储各单元

的节点连通矩阵。所有单元均采用平均值插值建立

形函数，极大地方便了程序的编写。将单元分解为

若干三角形，采用数值积分建立单元传导矩阵[18]。

迭代的控制精度取 10-4，经过 6 次迭代得到的渗流

自由面构型如图 4 所示。数值计算得到的渗流自由

面上节点的坐标值、解析解[3]和文献[3]采用边界元

方法得到的结果，见表 1，可以看出本文方法的计

算精度优于边界元方法。 
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图 3  初始自由面位置和区域离散图 

Fig.3  Problem discretization and initial  
free boundary location 
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图 4  渗流自由面的最终位置 

Fig.4  The final free boundary location 

 
表 1  自由面节点的 y坐标值 

Table 1  y-coordinates value of nodes on free surface 
节点 x y 解析值 y 计算值 文献[3] 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

0.433 0 

0.866 1 

1.472 0 

2.078 0 

2.785 0 

3.492 2 

4.242 5 

4.992 8 

5.490 6 

5.745 3 

5.996 9 

6.179 0 

6.055 4 

5.821 7 

5.576 2 

5.253 3 

4.843 2 

4.400 8 

3.814 5 

3.373 5 

3.109 6 

2.800 0 

6.198 0 

6.058 0 

5.834 1 

5.572 5 

5.231 6 

4.843 5 

4.370 7 

3.817 8 

3.339 9 

3.107 0 

2.810 5 

6.208 0 

6.057 0 

/ 

5.597 6 

/ 

4.856 0 

/ 

3.853 3 

3.377 3 

3.110 3 

2.795 1 

4  结  论 

无压渗流自由面问题采用有限元迭代技术求解

是一种直观方便的分析方法。多节点有限元方法可

以有效地避免传统有限元方法在迭代过程中出现的

单元过分畸变的问题。 
采用多节点有限元方法求解工程中的偏微分方

程边值问题，可以根据问题的特点灵活地安排单元

形状以及每个单元边界上的节点数量和分布，而无
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需考虑单元间的协调性问题。这为复杂几何形状以

及移动边界问题的数值计算，带来极大的便利。 
多节点有限元方法的所有单元形函数表达形

式统一，编制计算程序不需考虑单元形状和节点数

量，这是多节点有限元方法的一大优点。 
本文算例说明，多节点有限元方法是分析无压

渗流自由面问题的一种方便有效的数值方法。 
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